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1 はじめに






らに,リーマン ショックをはじめとする金融危機を経て , リスク管理の重要性が再認識されている.
ポートフォリオ選択問題を解析する研究は,オペレーションズ リサーチ (Operations Research: OR) の分野で
活発に行われてきた [2, 3]. しかし,近年では情報統計力学をはじめとする他分野で多用されるレプリカ法を用い
た研究が活発に行われている [4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12]. 例えば,Ciliberti らは絶対偏差モデルと期待ショート
フオールモデルに |/プリカ法を適用し,資産数に対してデータ期間数が短いときに生ずる相転移現象を分析した [4].
また,Shtinzao は最小投資リスクや集中投資度が自己平均性を満たすことを示し,レプリカ法を用いて導出した最
小投資リスクと OR 的手法を用いた最小期待投資リスクの比較を行った [5]. そして,従来の資産運用では投資リス
クを最小にできないことを指摘した.さらに,Shtinzaoは予算制約と集中投資度制約が課された投資リスク最適化
問題とその双対問題をレプリカ法を用いて解析し,両問題の主双対関係を議論した [10, 12]. また,Haszonits らは
総収益率と総期待収益率の差の分散を目的関数として与え,予算制約と期待収益率制約が課された最小化問題をレ
プリカ法を用いて解析した [6]. 一方,Kondor らも収益率がしたがう確率分布の分散が資産ごとに異なる場合を想
定し,予算制約と空売り規制が課された投資リスク最小化問題をレプリカ法を用いて解析した [9].
Ciliberti, Kondor, Shinzato らはポートフォリオ選択問題の解析にレプリカ法を適用しているが,レプリカ法は
















を考える.資産 i (= 1,2, \cdots, N) の投資比率を w_{i} で表し,ポートフォリオを面 = (w_{1:}w_{1}, \cdots , w_{N})^{\mathrm{T}} \in \mathrm{R}^{N} で表
す.ただし,記号 \mathrm{T} はベクトルや行列の転置を表す.また,資産 i の期間  $\mu$ (= 1,2, \cdots,p) における収益率 \overline{x}_{i $\mu$} は,
独立同一に E[\overline{x}_{i $\mu$}] =r_{i}, V[X_{i $\mu$}] =1 となる確率分布にしたがうとする.ここで,投資リスク \mathcal{G}(\vec{w}|\mathrm{X}) を
\displaystyle \mathcal{G}(\vec{w}|X)=\frac{1}{2N}\sum_{ $\mu$=1}^{p} (\displaystyle \sum_{i=1}^{N} 亀  $\mu$ wi-\displaystyle \sum_{i=1}^{N}r_{i}w_{i})^{2}
=\displaystyle \frac{1}{2}\sum_{i=1}^{N}\sum_{j=1}^{N} (\displaystyle \frac{\mathrm{i}}{N}\sum_{ $\mu$=1}^{p}x_{i $\mu$}x_{j $\mu$})w_{i}w、
=\displaystyle \frac{1}{2}\vec{w}^{\mathrm{T}}.J\vec{w} (1)
で定義する.ただし,修正した収益率 x_{i $\mu$}=\overline{x}_{i $\mu$}-r_{i} と要素 i, j が
J_{ij} =\displaystyle \frac{1}{N}\sum_{ $\mu$=1}^{\mathrm{p}}x_{i$\mu$^{X}j $\mu$} (2)
となる Wishart 行列 J=\{J_{ij}\} \in \mathrm{R}^{N\times N} を用いた [15]. また,Wishart 行列 J は収益率行列 \mathrm{X}= \{\text{∽^{}x}\sqrt{N}\} \in \mathrm{R}^{N\times p}
を用いて J=XX^{\mathrm{T}} と表すことができる.式(1) の投資リスク \mathcal{G}(\vec{w}| X) は,期間  $\mu$ のリターン \displaystyle \sum_{i=1}^{N}\overline{x}_{i $\mu$}w_{i} と期
待リターン \displaystyle \sum_{i=1}^{N}r_{i}w_{i} の偏差を p期間にわたって総和した値を投資のリスクと考える指標である.本研究は,投資
資金が有限であることを
\displaystyle \sum_{i=1}^{N}w_{i}=N (3)
で表し,式 (3) を予算制約と呼ぶ.通常,予算制約は比率の総和となるため, \displaystyle \sum_{i=1}^{N}w_{i} =1 で与えられる.しかし,
本研究は,資産数 N が大きい状況で投資比率 w_{i} のオーダー O ( ) が w_{i} \sim O(1) となるように,式 (3) の予算制約
を用いる.ただし,式(3) の予算制約を用いても,現実の投資に影響を及ぼさないことに留意されたい [5]. つぎに,
分散投資の程度を表す指標として集中投資度 qw を
q_{w}=\displaystyle \frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}w_{i}^{2} (4)








どの資産にも均等に投資をする場合,例えば,  w = ( 1, 1, 1 )^{\mathrm{T}} \in \mathrm{R}^{N} では, q_{w} = 1 となる.
\bullet 特定の資産に集中して投資をする場合 (集中投資型)
特定の資産に集中して投資をする場合,例えば, \vec{w} = (N, 0, :^{0)^{\mathrm{T}}} \in \mathrm{R}^{N} では, q_{w} = N となる.
以上より , 投資形態が均等投資型に近づけば,集中投資度 q_{w} は1に漸近し,集中投資型に近づけば,集中投資度伍,
は1から遠ざかることが分かる.また,式 (5) より , q_{w} \geq  1 である.
2.2 予算制約と投資リスク制約が課された最大/最小集中投資度
本稿では以下の最大集中投資度 q_{w,\max} と最小集中投資度 q_{w,\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}} :
q_{w,\max} = \displaystyle \lim \max -\mathcal{H}(\vec{w})2 (6)N\rightarrow\infty\vec{w}\in \mathcal{W}_{\mathrm{D}} N
q_{w,\min} = \displaystyle \lim \min -\mathcal{H}(\vec{w})2 (7)N\rightarrow\infty\tilde{w}\in \mathcal{W}_{\mathrm{D}} N
を評価する.ただし, \mathcal{H}(\vec{w}) = \displaystyle \frac{1}{2}\vec{w}^{\mathrm{T}}\vec{w} を用いた.また,ポー トフォ リオ勿の実行可能部分空間 \mathcal{W}_{\mathrm{D}} は
\displaystyle \mathcal{W}_{\mathrm{D}} = \{\vec{w} \in \mathrm{R}^{N} | e^{\lrcorner $\Gamma$}\vec{w} = N, \frac{1}{2}\vec{w}^{\mathrm{T}} Jw = N $\kappa \varepsilon$_{0}\} (8)
で与えられる.ただし, \vec{e} は単位ベク トルを表し, $\varepsilon$_{0} = \displaystyle \frac{ $\alpha$-1}{2} は予算制約が課された最小投資リスクを表す [5].  $\alpha$ は
資産数  N と期間数 \mathrm{P} の比を表す.つまり ,  $\alpha$ = \displaystyle \frac{p}{N} である.また, $\varepsilon$_{0} > 0 であることから,  $\alpha$ > 1 である.先行研
究 [12] ではレプリカ法を用いて式 (6) の最大集中投資度 q_{w,\max} と式 (7) の最小集中投資度 q_{w,\mathrm{m}}\mathrm{i}\mathrm{n} を
(\sqrt{ $\alpha \kappa$}+ \sqrt{ $\kappa$-1})^{2}q_{w\max} = -,  $\alpha$ > 1 (9) $\alpha$ - 1
(\sqrt{ $\alpha \kappa$}- \sqrt{ $\kappa$-1})^{2}q_{w\mathrm{m}}\mathrm{i}\mathrm{n} = -,  $\alpha$ > 1 (10) $\alpha$ - 1
と評価している.また,式 (6) の最大集中投資度 q_{w,\max} と式 (7) の最小集中投資度 q_{w,\mathrm{m}}\mathrm{i}\mathrm{n} を評価する問題を双対問
題と位置づけ,主問題に相当する以下の最小投資リスク $\varepsilon$_{\mathrm{m}}\mathrm{i}\mathrm{n} と最大投資リスク $\varepsilon$_{\max} を
$\varepsilon$_{\mathrm{m}}\displaystyle \mathrm{i}\mathrm{n} = \lim \min \underline{1}\mathcal{G}(\vec{w} | X)N\rightarrow\infty\vec{w}\in \mathcal{W}\mathrm{p} N
= \left\{\begin{array}{ll}
\frac{ $\alpha \tau$+ $\tau$-1-2\sqrt{ $\alpha \tau$( $\tau$-1)}}{2}, & 1 - \frac{1}{ $\tau$} \leq  $\alpha$\\
 0, & \mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}
\end{array}\right. (11)
$\varepsilon$_{\max} = \displaystyle \lim \max -\mathcal{G}(\vec{w}1 | X) N\rightarrow\infty\vec{w}\in概万
= \displaystyle \frac{ $\alpha \tau$+ $\tau$-1+2\sqrt{ $\alpha \tau$( $\tau$-1)}}{2},  $\alpha$ > 0 (12)
と評価している [10]. ただし,ポートフォリオ面の実行可能部分空間 \mathcal{W}_{\mathrm{P}} は
\mathcal{W}\mathrm{p} = \{\vec{w} \in \mathrm{R}^{N} | e^{ $\Gamma$}\vec{w}\lrcorner = N, \vec{w}^{\mathrm{T}}\vec{w} = N_{T}\} (13)
で与えられる. T は集中投資度を規定する係数である.そして,主問題と双対問題の解析結果を元に,両問題に成り
立つ主双対関係を議論している [12]. しかし,解析手法としてのレプリカ法はいくつかの問題点を含み,結果の妥当
性が数値的に検証されているが数学的に厳密ではない [13, 14] . そこで,本研究では数学的厳密性が保証されるラン
ダム行列を用いて式 (6) の最大集中投資度 q_{w,\max} と式 (7) の最小集中投資度 q_{w,\min} を評価する.ただし,式 (11)





際,Lagrange 関数に含まれるモーメント (ランダムネス) をランダム行列が有する普遍性を利用して評価する.そし
て,最大/最小集中投資度を解析的に導出する.
3.1 予算制約と投資リスク制約が課された最大集中投資度
はじめに,最大集中投資度  q_{w,\max} を評価する.Lagrange 関数 \mathcal{L}_{N}(\vec{w}, h,  $\varphi$) を以下で与える.
\mathcal{L}_{N}(\vec{w}_{:}h,  $\varphi$)=\mathcal{H} (が) + h (e^{ $\Gamma$}\displaystyle \lrcorner\vec{w}-N)+\frac{1}{ $\varphi$} (N $\kappa \varepsilon$ 0-\displaystyle \frac{1}{2} $\tau$\vec{v}^{\mathrm{T}}J\vec{w}) (14)\mathrm{s}.\mathrm{t}. h\in \mathrm{R}
$\varphi$^{-1}$\lambda$_{i} \geq 1 \forall i\in\{1, 2, \cdots , N\}
ただし,制約条件 $\varphi$^{-1}$\lambda$_{i} \geq  1 はLagrange 関数 \mathcal{L}_{N}(\vec{w}, h,  $\varphi$) が上に凸であることを保証する条件である.最適性の
条件 : \displaystyle \frac{\partial \mathcal{L}_{N}(\vec{w},h, $\varphi$)}{\partial\vec{w}}=0 から
げ =h(J- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e} (15)
を得る.これより,Lagrange 双対関数 \displaystyle \mathcal{L}_{N}(\vec{w}^{*}, h,  $\varphi$)=\max_{\vec{w}\in \mathrm{R}^{N}}\mathcal{L}_{N}(\vec{w}, h,  $\varphi$) は以下で与えられる.
\displaystyle \mathcal{L}_{N}(\vec{w}^{*}, h,  $\varphi$)=\frac{Nh^{2}}{2 $\varphi$} (\frac{e^{ $\Gamma$}\lrcorner(J- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e}}{N}) -\frac{Nh}{ $\varphi$}+\frac{N $\kappa \varepsilon$_{0}}{ $\varphi$} (16)
ここで,式(16) に含まれるモーメント \displaystyle \frac{\vec{e}^{\mathrm{T}}(J- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e}}{N} は,資産数 N が無限大の極限で Stieltjes 変換 S( $\varphi$) :
 S( $\varphi$)=\displaystyle \int_{-\infty}^{\infty}\frac{ $\rho$( $\lambda$)}{ $\lambda$- $\varphi$}d $\lambda$ (17)
に収束する [16, 17]. ただし,  $\rho$( $\lambda$) はWishart 行列 J の漸近固有値分布を表す.さらに,問題設定から,漸近固有
値分布  $\rho$( $\lambda$) はMarčenko‐Pastur 則 :
 $\rho$( $\lambda$)=[1- $\alpha$]^{+} $\delta$( $\lambda$)+\displaystyle \frac{\sqrt{[$\lambda$_{+}- $\lambda$]^{+}[ $\lambda-\lambda$_{-}]^{+}}}{2 $\pi \lambda$} (18)




 $\lambda$+ < $\varphi$
\end{array}\right. (19)
と求まる [16]. これより,予算制約と投資リスク制約が課された最大集中投資度  qw,\displaystyle \max は
 q_{w,\max}=\displaystyle \lim_{N\rightarrow\infty}\max_{\vec{w}\in \mathcal{W}_{\mathrm{D}}}\frac{2}{N}\mathcal{H}(\vec{w})
=\displaystyle \min_{h\in \mathrm{R},0\leq $\varphi$\leq$\lambda$_{1\mathrm{n}\mathrm{i}}} 。 N\rightarrow\infty N\displaystyle \lim \underline{2}_{\mathcal{L}_{N}(\vec{w}^{*},h, $\varphi$)}
=\displaystyle \min_{h\in \mathrm{R},0\leq $\varphi$\leq$\lambda$_{\mathrm{m}\dot{\text{}}\mathrm{n}}}\frac{h^{2}S( $\varphi$)}{ $\varphi$}-\frac{2h}{ $\varphi$}+\frac{2 $\kappa \varepsilon$_{0}}{ $\varphi$}
=\displaystyle \min_{h\in \mathrm{R},0\leq $\varphi$\leq$\lambda$_{\min}}(1w(h,  $\varphi$) (20)
となり,Lagrange 乗数 h,  $\varphi$ に関する最小化問題に帰着する.ただし,2行目で Marčenko‐Pastur 則の性質 :
 $\lambda$_{i}>0\forall i\in\{1, 2, \cdots , N\} を用いて,式(14) の制約条件 $\varphi$^{-1}$\lambda$_{i}\geq 1 \forall i\in\{1, 2, \cdots , N\} を 0\leq $\varphi$\leq$\lambda$_{\min} と置き換
49
えた.また,最小固有値 $\lambda$_{\min} はMarc\vee \mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{k}\mathrm{o}‐Pastur 則から, $\lambda$_{\min} = (1-\sqrt{a})^{2} で与えられる [18]. さらに,最適性
の条件 : \displaystyle \frac{\partial \mathcal{L}_{N}(\vec{w}^{*},h, $\varphi$)}{\partial h} = \displaystyle \frac{\partial \mathrm{q}_{u\prime}(h, $\varphi$)}{\partial h} =0, \displaystyle \frac{\partial \mathcal{L}_{N}(\vec{w}^{*},h, $\varphi$)}{\partial $\varphi$} = \displaystyle \frac{\partial q_{-2}(h, $\varphi$)}{\partial $\varphi$} =0 から
h^{*} =\displaystyle \frac{1}{S( $\varphi$)} (21)
$\varphi$^{*} =\displaystyle \frac{( $\kappa$-\sqrt{a $\kappa$( $\kappa$-1)})( $\kappa$-1-\sqrt{a $\kappa$( $\kappa$-1)})}{( $\kappa$-\frac{ $\alpha$}{ $\alpha$-1})( $\kappa$+\frac{\perp}{ $\alpha$-1})} (22)
を得る.これより,式(20) の最大集中投資度 q_{l1)\max} は
q_{w,\max}=q_{w}(h^{*}, $\varphi$^{*})




つぎに,最小集中投資度  qw,\displaystyle \min を評価する.Lagrange 関数 \mathcal{L}_{N}(\vec{w}, h,  $\varphi$) を以下で与える.
\displaystyle \mathcal{L}_{N}(\vec{w}, h,  $\varphi$)=\mathcal{H}(\vec{w})+h(\vec{e}^{\mathrm{T}}\vec{w}-N)+\frac{1}{ $\varphi$} (N $\kappa \varepsilon$ 0-\displaystyle \frac{1}{2}\vec{w}^{\mathrm{T}}J面) (24)\mathrm{s}.\mathrm{t}. h\in \mathrm{R}
$\varphi$^{-1}$\lambda$_{i}\leq 1 \forall i\in\{1_{:}2, \cdots :^{N\}}
ただし,制約条件 $\varphi$^{-1}$\lambda$_{i} \leq  1 はLagrange 関数 \mathcal{L}_{N}(\vec{w}, h,  $\varphi$) が下に凸であることを保証する条件である.3.1節と
同様の議論から,予算制約と投資リスク制約が課された最小集中投資度  qw,\displaystyle \min は
 q_{w,\min}= \displaystyle \lim m醜 \underline{2}_{\mathcal{H}(\vec{w})} N\rightarrow\infty 譜醜万
liin \underline{2}_{\mathcal{L}_{N}(\vec{w}^{*},h, $\varphi$)}=\mathrm{n}1\mathrm{d}\mathrm{X}h\in \mathrm{R}, $\varphi$\leq 0_{ $\varphi$}^{\mathfrak{l}}\geq$\lambda$_{\max} 融\infty  N
=_{h\in \mathrm{R}},\displaystyle \max_{ $\varphi$\leq 0, $\varphi$\geq$\lambda$_{\max}} q_{w}(h,  $\varphi$) (25)
となり,Lagrange 乗数 h,  $\varphi$ に関する最大化問題に帰着する.ただし,2行日で Marčenko‐Pastur 則の性質 :
 $\lambda$_{i} >0\forall i\in \{1, 2, \cdots , N\} を用いて,式 (24) の制約条件 $\varphi$^{-1}$\lambda$_{i} \leq  1 \forall i\in \{1, 2, \cdots , N\} を  $\varphi$\leq 0,  $\varphi$\geq$\lambda$_{\max} に置
き換えた.また,最大固有値 $\lambda$_{\max} はMarčenko‐Pastur 則から, $\lambda$_{\max}=(1+\sqrt{ $\alpha$})^{2} で与えられる [18]. さらに,最
適性の条件 : \displaystyle \frac{\partial \mathcal{L}_{N}(\vec{w},h, $\varphi$)}{\partial h} = \displaystyle \frac{\partial q_{w}(h, $\varphi$)}{\partial h} =0, \displaystyle \frac{\partial \mathcal{L}_{N}(\vec{w},h, $\varphi$)}{\partial $\varphi$} =\displaystyle \frac{\partial q_{\mathrm{r}r}(h, $\varphi$)}{\partial $\varphi$} =0 から,式(21) のLagrangc 乗数 h^{*} と
$\varphi$^{*}=\displaystyle \frac{( $\kappa$-\sqrt{a $\kappa$( $\kappa$-1)})( $\kappa$-1+\sqrt{a $\kappa$( $\kappa$-1)})}{( $\kappa$-\frac{ $\alpha$}{ $\alpha$-\mathrm{i}})( $\kappa$+\frac{1}{ $\alpha$-1})} (26)
を得る.これより,式(25) の最小集中投資度 q_{w,\min} は
q_{w,\min}=q_{w}(h^{*}, $\varphi$^{*})





3章では,資産数 N が無限大の極限であることを仮定し,Wishart 行列 J の漸近固有値分布を用いた.しかし,
現実の投資では資産数 N は有限となる.したがって,理論値が (十分に大きい) 有限の資産数に対して適用可能か検
証を行う必要がある.本章では数値実験を行い,有限の資産数に対する最適値 (実験値) と理論値の比較を行う.ま
た,機関投資家の資産運用を想定して資産数 N=1000 とする.
Lagrange 未定乗数法より,最大集中投資度 qw, \displaystyle \max(X_{s}) と最小集中投資度 qw, \displaystyle \min(X_{s}) は以下で与えられる.
q_{w,\max}(X_{s})=\displaystyle \min_{h\in \mathrm{R},0\leq $\varphi$\leq$\lambda$_{\min}}\frac{h^{2}}{ $\varphi$} (\frac{e\rightarrow \mathrm{r}(J_{s}- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e}}{N}) -\frac{2h}{ $\varphi$}+\frac{2 $\kappa \varepsilon$_{0}}{ $\varphi$}
=\displaystyle \min_{0\leq $\varphi$\leq$\lambda$_{\mathrm{m}\mathfrak{i}\mathrm{n}}}-\frac{1}{ $\varphi$} (\frac{N}{\dot{e}^{ $\Gamma$}(J_{s}- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e}}-2 $\kappa \varepsilon$_{0}) (28)
q_{w,\min}(X_{s})=h\displaystyle \in \mathrm{R}, $\varphi$\leq 0, $\varphi$\geq$\lambda$_{\max}\max\frac{h^{2}}{ $\varphi$} (\frac{e^{ $\Gamma$}\lrcorner(J_{s}- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e}}{N}) -\frac{2h}{ $\varphi$}+\frac{2 $\kappa \varepsilon$_{0}}{ $\varphi$}
= $\varphi$\displaystyle \leq 0, $\varphi$\geq$\lambda$_{\max}\max-\frac{1}{ $\varphi$} (\frac{N}{e\rightarrow \mathrm{r}(J_{8}- $\varphi$ I_{N})^{-1}\vec{e}}-2 $\kappa \varepsilon$_{0}) (29)
数値実験では,修正した収益率 x_{i $\mu$} は独立同一に標準正規分布にしたがうとする.そして, qw,\displaystyle \max(X_{S}) と qw,\displaystyle \min(X_{s})
を計算し,100個のサンプル平均と理論値を比較する.ただし,サンプル収益率行列 X_{s} (s=1,2, \cdots , 100) のサイ
ズは N=1000, p=2000 ( $\alpha$=\displaystyle \frac{p}{N}=2) である.
図1と図2は最大/最小集中投資度の実験結果を表す.横軸はリスクを規定する係数  $\kappa$ であり,縦軸は集中投資度
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